OLIMPIADA DE MATEMATICA

DO ESTADO DO RIO DE JANEIRO - 2025
06 de setembro de 2025

Nivel 3 ( 1° e 2° anos do ensino médio)

. Se o par (z,y) é solugdo real do sistema

(2% + 2y +y?) Va2 +y?> =88
(22 — 2y +y?) /a2 +y2 =40

calcule |z — y|.

. No campeonato de futebol da OMERJ, 20 equipes participaram do campeonato. Cada par
de times se enfrenta exatamente uma vez. Cada vitoria vale 3 pontos, cada empate vale 1
ponto e derrotas nao valem pontos. Ao final do campeonato, a soma da pontuacao de todos
os times foi 552.

(a) Quantas partidas foram jogadas no campeonato?

(b) Quantas partidas terminaram em empate?

(¢) Prove que existem 7 times que empataram pelo menos uma partida.

. Um ntmero n é dito Fibonacci divisivel se é possivel dividir os n primeiros nimeros de
Fibonacci Fy, Fs, ..., F, em dois conjuntos cuja soma dos elementos for igual. Para cada

valor de n abaixo, diga se n é Fibonacci divisivel. Caso seja, mostre como dividir os elementos,
caso nao seja, prove que é impossivel dividir os elementos.

(a) n = 2026.
(b) n =2025.
(¢) n=2024.

Lembre que os numeros de Fibonacci sao dados pela recorréncia Fy = 1, Fy = 1, F, 10 =
F,y1 + F, paran > 1.

. Considere a sequéncia a,, definida por ag = 0, azpt2 = 2a,41 + 1 € agpy1 = 2a, para todo
n > 0.

(a) Para cada k inteiro positivo, encontre féormulas para os valores aqr € age_; (lembre-se de
demonstrar que as férmulas valem para todo k inteiro positivo).
(b) Quantos valores de n satisfazem 1 < n < 22025 ¢ q,, = 457

. Em um tridngulo ABC, trace a bissetriz interna AP. Considerando os raios dos circulos
inscritos dos triangulos ABP e AC'P como 7 e ro, respectivamente, prove que :—f < 2.

. Para cada nimero inteiro n > 1 queremos colorir os niimeros 2,3, ...,n com k cores de modo
que se a,b,c € {2,...,n} ea-b=c, entdo a, b e ¢ ndo podem ser os 3 da mesma cor. Denote
por a, o menor k para o qual isso é possivel.

(a) Calcule ays.

(b) Calcule azg2s.



