OLIMPIADA DE MATEMATICA

DO ESTADO DO RIO DE JANEIRO - 2023
23 de Setembro de 2023
Nivel U

. Sejam p e ¢ numeros inteiros. Suponha que para infinitos valores inteiros de k a equacao
>+ (p+k)z+(g+k)=0

tenha raizes inteiras. Prove que existe « inteiro que é raiz de todas as equagoes acima para
todo k.

. Encontre o valor minimo de

cos(z)? — 2sin(x) + tan(z)?.
. Encontre todas as fungoes f: R — R tais que

(F@)+ @) +5) = S+ oy + f(w).

. Um ndmero é amigdvel se ele é maior do que 10 e ao dividirmos pela soma dos seus algarismos
o resto é 0 e o quociente é um quadrado perfeito. Dois niimeros s@o ditos almas gemeas se
eles sdo amigéveis e sua diferenca é 2. Por exemplo 2023 = 7- 172 e 2025 = 9 - 152 sdo almas
gemeas. Encontre um outro par de almas gemeas.

. Sejam n, d inteiros positivos. Considere P = R[z1,...,x,] 0 espago vetorial dos polinémios
em n variaves, e defina Py o subespago de P cujos elementos sao polindomios homogéneos de
grau d. Considere a transformacao linear
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Calcule a dimensao do ntcleo de A.

Obs. Um polinémio é dito homogéneo de grau d se todos os seus monomios sao homogéneos
de grau d, por exemplo, f = a3 + 3x12273 + 2226 é um polindmio homogéneo de grau 3.
Consideramos que 0 é um polindomio homogéneo de grau d, para qualquer d.



