OLIMPIADA DE MATEMATICA

DO ESTADO DO RIO DE JANEIRO - 2023
23 de Setembro de 2023

Nivel 4 ( 3° ano do ensino médio)

. Em uma caixa ha 3 bolas azuis e n bolas vermelhas. Sabe-se que, ao retirar duas bolas ao
acaso (sem reposigao) da caixa, a probabilidade das bolas serem diferentes é exatamente 1/2.
Qual o valor de n?

. Considere uma sequéncia ay, az, as, ... tal que a,4+10 = 2a, —a,41. Prove que se ha 10 termos
consecutivos da sequéncia que somam 0, entao qualquer soma de 10 termos consecutivos é
igual a diferenca de dois termos da sequéncia.

. Prove que todo niimero da forma
N =5499...9913

satisfaz que N2 e (N + 1)? possuem os mesmos algarismos.

. Sejam p e ¢ numeros inteiros. Suponha que cada equacao
2+ (p+k)z+(g+k)=0

tenha raizes inteiras para todo k = 0,1,2,.... Prove que existe « inteiro que é raiz de todas
as equagoes acima.

. Seja ABC um triangulo acutangulo nao isésceles. Sejam F 4, Eg e Ec pontos nos lados BC,
AC e AB tais que EoEg = EcEp ¢ AfB\EC = C’EB\EA = 45°. Analogamente, Sejam Fy,
Fg e F- pontos nos lados BC, AC e AB tais que FoFc = FgFp e AFCTB = BFC\FA = 45°.
Sabendo que E4Ep = FAF(, calcule BAC.

. Um ndmero é amigdvel se ele é maior do que 10 e ao dividirmos pela soma dos seus algarismos
o resto é 0 e o quociente é um quadrado perfeito. Dois ntimeros sao ditos almas gemeas se
eles sdo amigaveis e sua diferenca é 2. Por exemplo 2023 = 7 - 172 e 2025 = 9 - 152 sdo almas
gemeas. Encontre um outro par de almas gemeas.



