
OLIMPÍADA DE MATEMÁTICA
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17 de Setembro de 2022
Nı́vel U

1. Calcule a integral indefinida ∫
(4x4 + 12x2 + 3)ex

2

dx.

2. Uma sequência de números inteiros inteiros não negativos a1, a2, . . . é dita logaŕıtmica se

amn = am + an

para todos m,n = 1, 2, 3, . . ..

(a) Dê um exemplo de uma sequência logaŕıtmica.

(b) Existe sequência logartimı́ca estritamente crescente? (ou seja, tal que an < an+1 para
todo n = 1, 2, 3, . . .)

3. Seja X e B matrizes reais n× n tais que

X6 +X5 +X4 + 2X3 +X2 +X + I = B,

(I é a matriz identidade).

(a) Prove que det(B) ≥ 0.

(b) Prove que se n = 2021 não existem matrizes X e B satisfazendo a condição adicional de
que B = X3.

4. Seja α > 1 um real. Para todo x inteiro positivo, considere a sequência a0, a1, a2, . . . tal que
a0 = 1, a1 = x e

an =

{
⌊√an−1an−2⌋ se an−1 ̸= an−2

⌊αan−1⌋ se an−1 = an−2.

Seja xα o maior valor posśıvel para o qual a sequência (an) é limitada (ou seja, existe um
inteiro M > 0 tal que an < M para todo n natural).

(a) Calcule x 3
2
.

(b) Calcule

lim
α→1+

xα(α− 1)
3
2 .

Observação: A notação ⌊x⌋ denota a parte de inteira do número real x, ou seja, ⌊x⌋ é o único
inteiro que satisfaz ⌊x⌋ ≤ x < ⌊x⌋+ 1. Por exemplo, ⌊3.14⌋ = 3, ⌊ 30

7 ⌋ = 4, ⌊5⌋ = 5.

1


