Omerj 2020 nivel 4 solugdes.
Solugao do problema 1

Evidentemente ndo ha solug¢ao com 1 fechadura, pois quem tem a chave,
abre o cofre sozinho. Da mesma forma nao ha solu¢ao com 2 fechaduras.

Vamos chamar de V o vice presidente, C1,C2,C3,C4 os chefes de setor, e 1
2 3 4...n, as fechaduras e suas respectivas chaves. Vamos analisar os casos
n=3, 4,5, 6,7, e ver que nao ha solucao com n<7 e ha solugao com n=7.

Se V ndo tem chave, é preciso que cada um dos 4 chefes tenha todas as
chaves e nesse caso ele sozinho abre o cofre.

Se V tem as chaves 1,2...k, cada chefe tem as chaves k+1,k+2,...n e para
que haja solugdao com n chaves, é preciso haver solugao com n-k chaves,
envolvendo so os chefes de setor. Vamos entao considerar sé os chefes de
setor, e fazer n-k=3,4,5,6 .

Vamos exibir tabelas com 4 colunas, uma para cada chefe de setor, e na
linha abaixo vamos preencher com as chaves. Nao é necessario fazer
n-k=1 ou 2, que sao evidentes.

n-k=3

Se algum chefe tem 2 chaves, algum outro chefe tem a 32 chave, e os dois
juntos abrem o cofre. Entao podemos supor que cada chefe sé tem uma
chave.

Tabela 1

Cl [C2 |C3 c4

1 2 3 1

Entdao C1 C2 e C4 juntos ndao abrem o cofre, nem C1, C3 e C4 juntos.
n-k=4
tal como acima, nenhum chefe tem 3 chaves.

Comecamos com cada chefe com uma chave diferente.



Tabela 2

Cl |[C2 |C3 c4

1 2 3 4

Para que C1 C2 C3 abram o cofre, é preciso que um deles tenha a chave 4.
Suponhamos C1.

Tabela 3

Cl [C2 |C3 C4

14 |2 3 4

Para que C2 C3 C4 abram o cofre, um deles deve ter a chave 1. Podemos
supor C4. Temos

Tabela 4

cl1 (C2 |C3 c4

14 |2 3 14

Para que C1 C2 C4 abram o cofre, um deles deve ter a chave 3.Se for C1,
Cl e C2 abrem

tabela 5

C1 C2 | C3 C4

143 |2 |3 14

Do mesmo modo se for C4, C2 e C4 abrem.

Tabela 6

cl [C2 |C3 c4

14 |2 3 134

Voltando na tabela 4, entdao C2 tem a chave 3.

Tabela 7

c1 (C2 |C3 C4

14 |23 |3 41




E vemos que C1 e C2 abrem o cofre.
E podemos voltar na tabela 2, e supor que comegamos com C1 com as
chaves 1 e 2. E certamente 3 e 4 estao com pessoas diferentes.

Tabela 8

Cl (C2 |C3 c4

12 |3 4

Para que C1 C3 C4 abram o cofre, C4 deve ter a chave 3 e para que C1 C2
C4 abram o cofre, C4 deve ter a chave 4.

Tabela 9

Cl |[C2 |C3 Cc4

12 |3 4 34

Entdao C1 e C4 abrem o cofre. E ndo ha solucao com n-k=4.

Anadlises semelhantes levam a nao existéncia de solugao com n-k=5 e a
solucdo a seguir com n-k=6.

Tabela 10

C1 C2 C3 Cc4

123 {345 |561 |642

Para minimizar n, fazemos k=1 e temos a solugcdao com 7 chaves, onde V
tem aschaves12 3456, e os 4 chefes de setor tém as chaves da tabela
10, e todos tém também a chave 7. O presidente tem todas as chaves.



Solucdo do problema 2

1/x +1/y =1/p.

Resolvendo emy: y=px/(x-p)

12 sol: x-p=1. Entdo x=p+1 e y=p(p+1).
22 sol: x-p=p. Entdo x=y=2p.

32 sol: x é multiplo de x-p. Entdo x=k(x-p), ou seja x= kp/(k-1). Entdo ou
k=2 ou k-1=p. k=2 é a solucao x=2p ja encontrada. k=p+1 é a solugao
x=p+1 também ja encontrada.

Em termos de par ordenado, temos (2p,2p), (p+1,p(p+1), (p(p+1),p).

Para p=2020 temos estas 3 solucdes e mais outras com y=2020x/(x-2020).
E basta pegar x=2022 para termos x=2020*%2022 e y=2020*1010, o que
nos da mais dois pares ordenados. Para mais solucdes, basta tomar x=
2020+a, sendo a um divisor de 2020.

Solucao do problema 3

Vamos usar a notacao c”b para c elevado a b. Por exemplo 2/3=8.

Seja N = 76071998 -2071998 +191071998 — 652°1998.

Primeiro, veja que 1998 = 2 * 27 * 37 e, portanto, basta provar que N &€ multiplo de 2,
de 27 e de 37.

i) Como todas as parcelas de N séo pares, N é claramente par.

i) Olhando maddulo 27, temos 760 == 4, 1910 == 20 e 652 == 4. Logo N == 4"{1998} -
2071998} + 20"{1998} - 4"{1998} == 0 (mod 27) e assim N € multiplo de 27.

iii) Olhando médulo 37, temos 760 == 20, 1910 == 23 e 652 == 23. Logo N ==
20"{1998} - 20"M{1998} + 23°{1998} - 23”~{1998} == 0 (mod 27) e assim N e multiplo
de 37.



Solucao do problema 4.

Vamos usar a notacdo F(K) e L(k) para as duas sequéncias, com:
F))=F(2)=1,L(1)=1,L(2)=3.

(@) Vamos calcular os restos da divisdo de L(K) por 5:
1,3,4,2,1,3,4,2, ...

Vemos que obtemos uma sequéncia periodica de periodo 4.
Como a definicdo é recursiva, a afirmacéo acima segue facilmente por inducéo.

(b) Vamos estender a definicdo de F(Kk) para tras, com F(0) = 0.
Mais geralmente, dados F(k+1) e F(k+2) temos F(K) = F(k+2) - F(k+1).

Vamos trabalhar modulo n.

Note que dado o par (x,y) = (F(k),F(k+1)) obtemos o par (y,z) = (F(k+1),F(k+2))
por z = X+y.

Reciprocamente, dado o par (y,z) = (F(k+1),F(k+2)), obtemos o par (X,y) =
(F(k),F(k+1)) por x = z-y.

Assim, se listarmos os pares (F(0),F(1)), (F(1),F(2)), ...., (F(k), F(k+1)), ...
(todos médulo n), devemos formar um ciclo (em no méximo n? passos).

Como F(0) = 0, deve existir um inteiro positivo k, 0 < k < n?, com

F(k) = 0 (mod n), F(k+1) = 1 (mod n).



