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20 de outubro de 2012.
Nivel 3 — (1° e 2° ano do Ensino Médio)

. Ao efetuarmos a divisdao do niimero 10'°° por 7, encontramos quociente ¢ e resto r. Determine
a soma dos algarismos de gq.

. Ache todos os nimeros de dois digitos (ab) tais que (ab) divide (a0b).

Obs.: (ab) é a representagao decimal, a é o digito das dezenas e b o digito das unidades.

. Seja ABCDEF um hexagono regular. De quantas maneiras podemos colocar os nimeros de
1 a 6 nos vértices do hexagono de modo que cada nimero aparega exatamente uma vez e a
soma dos numeros em quaisquer dois vértices opostos nao seja multipla de 3.

. Seja ABC um triangulo. Sejam D e E pontos no lado BC tal que 2BD = 2DE = EC.
Sabendo que os circulos inscritos nos triangulos ABD, ADE e AEC' tem o mesmo raio, cal-
cule o seno do angulo ACB.

. Encontre todas as fungoes f : R — R tais que

fley = f(2)) = 2f(y)

para todos z,y reais.

. Arnaldo e Bernaldo jogam um jogo mateméatico. Numa primeira etapa, Arnaldo comega esco-
lhendo 1 nimero inteiro nao negativo e, em seguida, apds ver o numero que Arnaldo escolheu,
Bernaldo escolhe outro nimero inteiro nao negativo. O processo se repete uma vez, com
Arnaldo escolhendo um novo numero nao negativo e, em seguida, Bernaldo escolhendo um
tltimo ntimero nao negativo.

Ap6s esse processo, Arnaldo escolhe um subconjunto de 3 ntimeros a, b e ¢ dentre os 4 niimeros
originais e monta a equacio ax? + bx + ¢ = 0.

Seja d o nimero nao escolhido por Arnaldo. Bernaldo ganha caso consiga encontrar d nimeros
inteiros (possivelmente negativos) distintos ¢;(: = 1,2, ..., d) tais que a equagao

(a+t)z* + (b +t)r+(c+t;)=0

tenha raiz real. Caso contrario, Arnaldo ganha. Qual jogador possui estratégia vencedora?
Obs.: Se d = 0 Bernaldo ganha. E uma equacdo da forma 022 4+ 0z + 0 = 0 tem raiz real.

Exemplo: Arnaldo comeca escolhendo o nimero 1, entdo Bernaldo escolhe 4, depois Arnaldo
escolhe 4 e, por fim, Bernaldo escolhe 2. Entdo, Arnaldo monta a equacio 4x? +x + 4 = 0.
E Bernaldo ganha porque consegue 2 (o nimero que sobrou) inteiros —3 e —4 tais que as
equagoes (4—3)22+(1—-3)z+(4—-3)=0e (4—4)2?+ (1 —4)x + (4 — 4) = 0 tém raiz real.



