OLIMPIADA DE MATEMATICA
DO ESTADO DO RIO DE JANEIRO - 2009

10 de outubro de 2009.
Nivel 2— (8° e 9° anos do Ensino Fundamental)

PARTE OBJETIVA (10 pontos por questio)
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QUESTAO 1
3|2
O Sudoku é um quebra cabegas que consiste em 2 o

preencher uma tabela composta de 81 posi¢des (9 linhas -
x 9 colunas), utilizando apenas os numeros inteiros de 1 a 8 115
9. As regras sdo as seguintes: Em cada linha ou coluna 2 9|1
devem aparecer todos numeros de 1 a 9, ndo pode haver 5 4
repeticdo de nenhum deles na mesma coluna, ou na 4 113ls
mesma linha. Além disso, a tabela ainda esta subdividida
em 9 sub-regides 3 x 3 que também devem conter os | 2
numeros de 1 a 9, sem que haja numeros repetidos na 6 3
mesma regido. Dito isto, preencha o sudoku aoladoea | 3 | 5 7
seguir calcule o valor de: (6 - 22 + &
Solucao

5 4 1 3 2 9 8 6

2 3 9 6 8 7 5 4

8 7 (67) 6 1 5 4 3 9

7 2 8 9 1 5 4 3

6 9 5 7 4 3 2 1

4 1 3 8 6 2 9 7

1 8 4 2 9 6 7 5

9 6 7 5 3 8 1 2

3 5 2 (B8) 4 7 1 6 8
é =6
2=8
2=4
Logo

(6 -2Y+E2>(06-8°+4>(-2°+4>4+4=8
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QUESTAO 2

Jodo ndo pagou a conta de telefone que venceu no dia 02/09/2009 (42 feira), no valor de
R$57,00. Como seu pagamento é depositado no banco todo dia 10 de cada més, ele sé podera
pagar esta conta no dia de seu pagamento. Sabendo que ele devera pagar um juro de 1% ao dia
e considerando-se até sabado e domingo. Qual é o valor total da conta que ele devera pagar?

Solucao
57 x 1,08 = R$ 61,56

QUESTAO 3

Na figura ao lado,
BAC =20°, CBA=FGB =60°e GBC = 140°.
Qual o valor do angulo DEC.

Solucao

1400 ¥

No triangulo ABC, temos 60 + 20 = 80 — 180 = 1009, logo C = 100°
No triangulo FGB, temos B = 140 — 60 = 80°, logo F = 180 — (60 + 80) = 40°

No quadrilatero BCEF, temos B = 60°, F = 1409, C = 1009, logo E = 360° - (60 + 140 + 100) =
60°

No triangulo DEC, temos E = 180-60, logo E = 120°
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QUESTAO 4

Um sapo sobe uma escada saltando de um em um ou de dois em dois degraus, mas nao
consegue saltar de trés em trés. A escada possui dez degraus e obrigatoriamente o sapo para no
sexto degrau para descansar. De quantas maneiras diferentes o sapo pode subir até o topo dessa
escada?

Solucao

Para chegar até o sexto degrau o sapo pode saltar de diferentes maneiras:
Formas diferentes do sapo chegar ao sexto degrau.

1+1+1+1+1+1=6(pulandode1em1)
1+1+1+1+2=6(pulando do 4° ao 6°)
1+1+1+4+2+1=6(pulando do 3° ao 5°)
1+1+2+1+1=6(pulando do 2° ao 4°)
1+2+1+1+1=6(pulandodo 1 °ao 3°)

2+1+1+1+1=6(pulando do inicio ao 2°)
1+1+2+2=6(do2°ao4°edo4°ao6°)
1+2+1+4+2=6(do1°ao3°edo4°ao6°) a g
1+2+2+1=6(do1°ao 3°edo3°ao5°)
2+ 1+ 1+ 2=6(doinicio ao 2° e do 4° ao 6°)
2+ 1+ 2+ 1=6(doinicioao 2° e do 3° ao 5°)
2+ 2+ 1+ 1=6(doinicioao 2° e do 2° ao 4°)
2+ 2+ 2=6 (pulando de 2 em 2)

13 formas diferentes de chegar ao 6° andar.

Formas de chegar ao 10° andar partindo do 6°:

6+1+1+1+1=10(pulandode umem um)
6+ 1+ 1+ 2=10 (pulando do 8° ao 10°)
6+1+2+1=10(pulando do 7° ao 99)
6+2+1+1=10(pulando do 6° ao 8°)
6+ 2+ 2=10 (do 6° ao 8° e do 8° ao 10°)

5 formas diferentes de chegar ao 10° andar, comegando do 6° andar.
Multiplicando os resultados, temos: 13 x5 = 65

65 formas diferentes de ir até o 10° andar, parando no 6° andar.
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PARTE DISCURSIVA (20 pontos por questio)

QUESTAO 5

Escrevendo-se os numeros inteiros impares positivos a partir de 1 até 2009, sem separar os
algarismos, obtemos um numero: 1357911131517...2009. Qual o 2009° algarismo deste niumero?

Solucao
Quantidade de numeros Quantidade de algarismos
intervalo Lop = Lin “Quantidade de niimeros x Total
——+1 . . , ”
2 quantidade de algarismos do numero
1a9 EH:S 5.1=5 5
11a99 99—11+1:45 45.2=90 95
2
101 a 999 999 -101 +1=450 450. 3 = 1350 1445
1001 a x x—-1001 y.4 =564 2009
5 +1l=y

2009 - 1445 = 564
y=564:4=141
x—=1001 =2 (y-1)
x = 1001 +280

x = 1281

Assim o algarismo 2009° é o 1.




OLIMPIADA DE MATEMATICA
DO ESTADO DO RIO DE JANEIRO - 2009

10 de outubro de 2009.
Nivel 2— (8° e 9° anos do Ensino Fundamental)

QUESTAO 6

Dois jogadores de futebol de botédo disputam um torneio em 55 partidas com as seguintes regras:

e nas 30 partidas iniciais o vencedor ganha 3 pontos por partida, e nas 25 partidas restantes, o
vencedor ganha 2 pontos;

e 0 perdedor ndo ganha pontos por partida;
e nenhuma partida pode terminar empatada.

Sabendo que um dos jogadores ja ganhou 19 partidas das 35 iniciais, calcule o niumero minimo
de partidas que o outro jogador devera vencer, dentre as 20 restantes, para que se torne o vencedor.

Solucao

As possibilidades sao:

13 fase | 2afase | Total de pontos possiveis
14 5 143 +5.2=052
15 4 15.3+4.2 =53
A 16 3 16.3 +3.2=54
17 2 17.34+2.2=55
18 1 183+ 1.2=56
19 0 19.3 +0.2 =57
16 0 16.3 + 0.2 = 48
15 1 153 +1.2 =47
B 14 2 143+ 2.2=46
13 3 13.3+3.2=45
12 4 12.3+42=44
11 5 11.3+5.2=43

A pontuacao desse jogador esta entre 43 e 48 pontos.
O total de pontos disputados no torneio sao 140 (30.3 + 25.2 = 90 + 50).

Um vencedor tera necessariamente que obter a metade mais um do total de pontos, o que
equivale a 71.

Logo, consideraremos a pior situacao possivel que seria ele ter 43 pontos. Entdo, ainda faltam
28 pontos para se chegar a 71, sendo que ja estdo sendo disputadas as partidas finais, onde a
vitdria vale 2 pts.

Portanto, ele precisara vencer ainda 14 partidas das 20 que ainda restam.
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QUESTAO 7
Sejam p e q dois numeros primos positivos diferentes, Prove que existem inteiros positivos a e b,

tais que a média aritmética de todos os divisores positivos do nimero n = p®. q° € um numeral inteiro.

Resposta:

A soma de todos os divisores de n é dada pela formula:
Ql+p+pPP+..+p)1+q+q +..+q")
Como se pode comprovar desenvolvendo os parénteses. O nimero ntem (a + 1). (b + 1)
divisores positivos e a média aritmética de todos eles é:
(1+p+p* +..+p) (1+9+Q" +..+ ")
(a+1)(b+1)
Se p e q sao ambos impares, tomamos a = p e b = q, é facil se ver que m é um inteiro.

Efetivamente cada fator 1 + p + p> + p>+ ... + pPel+q+q* + ¢ + ... + q° tem um

numero par de parcelas e, por exemplo, o primeiro pode ser escrito como segue:
l+p+p’+pP+..+pP=1Q+p)+Q+p)p’+A+p)p=Q+p)Q1+p*+..+p" "}
Analogamente o segundo fator
149+ +@+..+q°=1+q) (1 +g*+...+qh
Entiom=1+p°+p*+...+p"H (M +q*+q* +..+q"), que é um inteiro positivo.

Sep=2eqéimpar, seatribuemb=qea+1=1+g*+q*+ ... + ¢° . Entdo:

(1+2+22 .4 2% At ) (1+q+q2 +q’ +...+qq)
m =

(1+q*+q* +..+q"") (q+1)

m=1+2+2+..+2% queéinteiro.
Para q = 2 e p impar, como no caso anterior, se atibuema=peb=p*+p*+..+p" !

e m é inteiro.

Alternativamente e de maneira quase direta, se obtém uma solucao completa observando

que se p e q sdo primos impares se tomam a = b = 1 e se p = 2 e q primo impar, entdo se

consideram a = qT—l eb=1.
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QUESTAO 8

Sr. Manuel comprou um terreno e pretende dividi-lo em trés partes, como mostra a figura
abaixo, para plantar rosas, orquideas e margaridas.

D c
F

EfR—

A B

O terreno que ele comprou, ABCD, tem a forma de um quadrado de lado 1 e sabendo que as

medidas dos lados EF, FC e FB sao congruentes e que o lado DE mede l

Qual a area do triangulo BCF, destinada a plantagdo de orquideas?

G 1-x
D c
S
2
EM i F
. _
A H B
Tragcamos o0 segmento de reta GH Dessa forma o triangulo BCF tera base
passando por F. lealtura (1-x)
Seja DG igual a x, teremos GC (1 - x) e o h.b
Sy =
GF = % 2
3 1
GFC é um triangulo retangulo em G, 8
logo por Pitagoras temos: Sa =Ty
1 2
X2 = (1-x2 + (2) Sa :%ua
X2 =1-2x+x% + L
4
2X = >
4
5
X = —
8




