OLIMPIiADA DE MATEMATICA
DO ESTADO DO RIO DE JANEIRO — 2008

18 de outubro de 2008.
Nivel 2 — (7% e 82 séries do Ensino Fundamental)

PARTE OBJETIVA (10 pontos por questio)

QUESTAO 1

Quantas vezes entre 00:00 e 12:00, o niimero da hora divide o nimero do minuto?

Solucio

00:00 as 00:59 -0

01:00 as 01:59 — 60 (todos sao divisiveis por 1!)
02:00 as 02:59 — 30 (multiplos de 2, + 0/2)
03:00 as 03:59 — 20 (multiplos de 3, + 0/3)
04:00 as 04:59 — 15 (multiplos de 4, + 0/4)
05:00 as 05:59 — 12 (multiplos de 5, + 0/5)
06:00 as 06:59 — 10 (multiplos de 6, + 0/6)
07:00 as 07:59 — 9 (multiplos de 7, + 0/7)
08:00 as 08:59 — 8 (multiplos de 8, + 0/8)
09:00 as 09:59 — 7 (multiplos de 9, + 0/9)
10:00 as 10:59 — 6 (multiplos de 10, + 0/10)
11:00 as 12:00 — 7 (multiplos de 11, + 0/11, + 0/12)

Total: 60 +30+20+15+12+10+9+8+7+6+7

=184
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QUESTAO 2

Beto caminha % km para o sul, em seguida % de km para leste e finalmente % km ao sul. Quantos

quilometros ele teria feito se fosse em linha reta?

Solucio

% km ao sul /'

\\ 1
. A km ao sul

N

3
A km a leste

Fazendo a projecdo da linha horizontal e das linhas verticais formamos um retangulo. Calculando por

Teorema de Pitagoras a diagonal do retangulo temos:
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QUESTAO 3

Qual o maior valor de n para o qual ha exatamente % multiplos de 8 no conjunto {1, 2, ..., n}?

Solucio
\

{1,2,3,4,5,6,7,8,9} = 1 multiplo de 8 — 1/9 (serve)
{10,11,12,13,14,15,16,17,18} = 1 multiplo de 8 — 1/9 (serve)
{19,20,21,22,23,24,25,26,27} = 1 multiplo de 8 — 1/9 (serve)
{28,29,30,31,32,33,34,35,36} = 1 multiplo de 8 — 1/9 (serve) > 7 multiplos de 8.
{37,38,39,40,41,42,43,44,45} = 1 multiplo de 8 — 1/9 (serve)
{46,47,48,49,50,51,52,53,54} = 1 multiplo de 8 — 1/9 (serve)
{55,56,57,58,59,60,61,62,63} = 1 multiplo de 8 — 1/9 (serve)
{64,65,66,67,68,69,70,71,72} = 2 multiplos de 8 — 2/9 (ndo serve)J

Com n = 63, temos 7 multiplos de 8, que seria % =7

QUESTAO 4

a+b+c=11 ) S .
Sendo , determine 4/ 2~ +b” + ¢~ .

ab +ac+bc=36

Solucao
(a+b+c)2=a2+b2+c2+2.(ab+ac+bc)
2 2 2 2
(11) =a +b +c¢ +2.(36)
2 2 2
121=a +b +¢ +72
2 2 2
a+b +c¢c =121-72

2 2 2
a+b +c =49

Jalebitc? =449
\ a+b +c’ =7
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PARTE DISCURSIVA (20 pontos por questio)

QUESTAO 5

Considere a organizacdo numérica feita na forma triangular a seguir.

2
4 6
8 10 12
14 16 18 20
22 24 26 28 30
. . . . . .

T . s , . . 2 2
Sendo a o primeiro nimero da 30* linha e b o Gltimo ntimero da 317 linha, determine o valordeb —a.

Solucio

Percebe-se que:

Ultimo niimero de cada linha = n2 da linha x (n? da linha +1)

Primeiro nimero de cada linha = n2 da linha x (n2 da linha -1) + 2

Assim:

a o primeiro nimero da 30% linha b o dltimo niimero da 31” linha
a=30x30-1)+2 b=31x@31+1)
a=30x29+2 b=31x32
a =872 b =992
a> =760 384 b* =984 064

b? - a> =984 064 — 760 384

b? - a> =223 680
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QUESTAO 6

Sendo a, b, ¢ ¢ d, inteiros positivos tal que:
3x22 +5° +7° 4119 = 2008

Qualovalordea+b+c+d?

Solucio

Analisemos as poténcias separadamente:
- 2 elevado a qualquer inteiro positivo multiplicado por 3, apresenta como solu¢io um nimero par;
- 5 elevado a qualquer inteiro positivo apresenta como poténcia um niimero impar;
-7 elevado a qualquer inteiro positivo apresenta como poténcia um nimero impar;
- 11 elevado a qualquer inteiro positivo apresenta como poténcia um nimero impar.
Logo: par + impar + impar + impar = impar

Portanto, ndo ha solucdo nos inteiros positivos que satisfaca a igualdade, visto que 2008 é um

nlimero par.

Obs.: No entanto, a banca atribuird 15 pontos aos alunos que ndo atentaram a condi¢do: inteiros positivos e

encontraram, a partir da analise da paridade e das possibilidades para as poténcias, os valores a = 0, b =

4, c=2ed=3, encontrandoa +b +c+d=209.
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QUESTAO 7

Sendo ABCD um retangulo onde a medida de AB equivale ao dobro da medida de BC ¢ L é um ponto
qualquer sobre o segmento AB. Tem-se ainda que M e N s3o os pontos médios dos segmentos AD e BC
respectivamente. Se o perimetro de ABCD mede 144 cm, determine a area do quadrilatero ABNM que ndo
pertence ao tridngulo ALCD.

Solucio

Para facilitar a visualizagéo, primeiro vamos construir a figura:

L

A

D C

(a) Levando em consideragdo que AB =DC =2BC =2AD, podemos afirmar que AB+DC+BC+AD =144,
ou que 2BC+2BC+BC+BC=144, logo, 6BC =144, assim como BC =24cm . Dessa conclusdo podemos
depreender ainda que:

i. AD = 24cm , pois s&o lados iguais;
ii. BM = AM =DM =CN =12cm, pois M e N sdo pontos médios (que dividem o lado ao meio);
ili. AB =DC =48cm , pois equivalem ao dobro do lado encontrado.

(b) Independente da posi¢ao de L sobre o lado do retdngulo ABCD, sempre a area do ALCD sera a mesma,
pois ela esta relacionada com a base e a altura que ndo se modificam com a alteragdo de L. Assim, se L
coincidisse com o ponto B teriamos a seguinte figura:

A B=
M N
D C

Note que o ponto “O” representa o ponto médio de BD e também o ponto médio de MN.

(c) Assim, a area desejada (hachurada) correspondente quadrilatero ABOM sera obtida pela diferenca
entre as areas dos triangulos AABD e AMOD.

(d) A area do AABD ¢ igual a area do ALCD, ou seja, a base do tridngulo correspondera ao lado maior dos
retdngulos e a altura equivalera ao lado menor. Assim teremos a area do ALCD definida por:
basexaltura  48x24
2 2
(f) A area do AMOD seré definida pela altura que é metade do lado menor e a base que é a metade do lado
maior. Assim teremos a area do AMOD definida por:

basexaltura  24x12
2 2

Logo a drea desejada (hachurada) equivale a 576 —144 = 432¢m”

576em” .

=144¢em”

Questéo retirada da Olimpiada Nacional do Uruguai de 1996.
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QUESTAO 8

. PA .
Sejam ABCD um quadrado de lado 4 ¢ P um ponto do lado AB tal que B = 3. Determine a area comum ao

quadrado e ao circulo de centro P e raio 2.
Solugao
Calculando a area do Setor Circular II, com raio = 2

360° > 2’
120° > X

Efetuando a proporcionalidade, temos:
_ c 360° > 4 3
3: 1200 > X )

4
Logo, 120°= Tﬂrad.

Calculando a altura do triangulo retangulo I, temos:

1 22— 12452
4=1+x>
) X 4-1=x

xX’=3
3
Determinando a area do tridngulo I, obtemos:

A=1°\/73

ﬁw

>

2

Adicionando as areas I e II, obtemos

47 3
2

A=

w|




