OLIMPIiADA DE MATEMATICA
DO ESTADO DO RIO DE JANEIRO — 2007

06 de outubro de 2007.
Nivel 3 - (1° e 2° anos do Ensino Médio)

PROVA DISCURSIVA (20 pontos por questio)

QUESTAO 1

Seja A um conjunto de 2007 nimeros inteiros positivos consecutivos, cujo menor elemento € a. Determine o
menor valor de a para o qual a soma dos elementos de A é um quadrado perfeito par.

SOLUCAO:
Temos A ={a,a+1,a+2,..a+2006}.
(a+2+2006)-2007

2
Como 2007 =3*-223, devemos ter (a+1003)‘223 quadrado perfeito par. Logo, precisamos

ter a+1003 = (2k)*-223, com k natural. Como a = (2k)* -223-1003, 0 menor valor de k que
faz a ser positivo € k= 2, o que da a = 2565.

A soma dos elementosde A é S= = (a +1003)-2007.

QUESTAO 2

3 3 3
Dado que x e y sdo reais positivos tais que x +y + (x +y) + 33xy = 2662, determine o valor numérico de
S=x+y.

SOLUCAO:
Veja que X3 + y3 = (x + y)(x2 — Xy + yz] = (x + y)((x + y)2 —3xyj = S-(S2 —3xy] .
Substituindo no  enunciado, temos que S°-3xpS+S’+33xy=2662, logo

2(83 —113]—3xy (s—11):o. Podemos fatorar S - 11:

(s—ll)(zs2 +2zs+242—3xyj ~0.

Como 287? +228 +242-3xy =2(x+y)* +225 +242 —3xy =2x* +xy+2y* +225+242 é soma
de termos positivos, este fator ndo pode se anular, portanto, devemos ter S = 11.

QUESTAO 3
Prove que (ab + bc + ca — l)2 < (a2 +1). (b2 +1). (c2 + 1), para todos a, b, c reais.
SOLUCAO:
(ab+bc+ca—1)> <(a® +1)(b*> +1)(c* +1) vale se e somente se
(ab)* +(bc)* +(ac)® +2abc® +2ach® +2cba” —2ab—2bc —2ac+1<
a’b’c’ +(ab)’ +(bc)’ +(ac)’ +a* +b* +c° +1 o
a’b’c® +a’ +b* +c’ +1—-(2abc® +2ach® +2chba’® —2ab—2bc—2ac+1)20 <
a’b*c® +a’ +b* +c* —2abc(a+b+c)+2ab+2bc+2ac>0 <

(abc—a—b—c)* >0 oque é verdade
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QUESTAO 4

Considere os n vértices de um poligono regular sobre uma circunferéncia. Escolhendo-se 3 vértices 4, B e C

(distintos) deste poligono aleatoriamente, a probabilidade de o tridngulo 4BC ser obtusangulo é P. Determine

1
os valores de n para os quais P = —.

2
SOLUCAO:

Seja ABC uma possivel escolha de um triangulo (de modo que A,B,C esteja no
sentido horario). Fixe de uma vez por todas o vértice A do triangulo. Sejam a, b, ¢ o
numero de veértices do poligono que estéo entre A e B, B e C, C e A respectivamente.

Entao:
() a+b+c=n-3 € a,b,c>0

Agora separamos e dois casos:

1° caso: n par

Seja n =2k . Entdo, para que possua um angulo obtuso, a, b ou ¢ deve ser maior ou igual
que k. Agora basta contar quantas solugdes possui a equagao (I) e quantas destas satisfazem a
condi¢do acima.

n-1
O numero de solugodes de (I) é sabido e igual a ( 5 j . Agora, para termos a condi¢do que

a>k escrevemos a=k+a e agora temos que calcular o numero de solugdes de

a+b+c=k-3 que é [ J . Podiamos ter escolhido b ou ¢, logo devemos multiplicar por 3.

(Veja, também, que nao é possivel duas variaveis serem maiores ou iguais a k). Dai:
3 k-1
B 2 ) 3(k-1)(k-2) 3(k-2)

- (n—lj T Qk-D(k-2) 2(2k-1)
2

para g seja igual a % precisamos k=5 logo n=10.

2° caso: n impar

Seja n =2k +1 pelos mesmos argumentos anteriores temos que a probabilidade é:

k
3(2} C 3k(k=1)  3(k-1)
(n—lj T 2k(2k-1)  2(2k-1)
2

P=

para que seja igual a % precisamos ter k=2 ,logo n=5.
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QUESTAO 5

Num tridingulo ABC, as medianas relativas aos vértices B e C sdo perpendiculares. Prove que a soma das

. . . 2
cotangentes dos angulos B e C do tridngulo ¢ maior ou igual a E .

SOLUCAO:

Sejam M e N os pontos médios dos lados AC e AB respectivamente. Seja G o

baricentro do triangulo e x=GM,y =GN . Temos BG =2x,CG =2y .
Sejam u e v os angulos CBM e ABM .

VY
t t 3
Temos que tanB=tan(u+v)= anu+tany _ x 2x _ zxy —.
l-tanu-tanv . y y 2x -y
x 2x
3
Analogamente, temos tan B = LZ
2y° —x
x2+y? 1 x
Dai, cot B+cotC = y _2 _+Z ]
3xy 3ly x

Como x e y s&0 positivos, temos que ~+2 >2 (Vem de (x—y)’ >0).
y X

2
Isso prova que cot B+cotC > 3

QUESTAO 6

Para cada n natural, defina S (n) = soma dos digitos de n (na base 10). Existe M > 0 constante tal que

S(n)
<M, para todo n natural?
Si3n )
SOLUCAO:

Considere o numero n =33...34.
\ﬂF_J
k digitos

Temos que 3n =100...02,.
\ﬁr_J

k digitos
Logo, S(n) = 3k+4 , que é ilimitado.
S(3n) 3

Com efeito, tomando k = |_Mj temos 3k +4

:M+£>M.
M+



