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Questdo 1
1 0 x
Considere as matrizes da forma A, =|0 1 O|.Determine a matriz B= A, A;* Ag - w." Axys-
001
Solugao:
Observe que A, - A, = 4, ,, pois

1 0 x\ (1 0 »\ (1:140:04x-0 1-0+0-1+x-0 1-y+0-04x-1\ (1 0 x+y
01 0|10 1 Of=(0-1+1-0+0-0 0:0+1:1+0:0 O-y+1:0+0-1(=|0 1 0
0 0 1 0 0 1 0:-1+0:0+1:0 0:0+0-1+1:0 O-y+0-0+1-1 0 0 1
I 0 1006009
Logo B = A\,3,s.. 12005 = 4aoo6100s =| 0 1 0
2 0 0 1

Questdo 2
Para destruir o laboratério-ilha do terrorista Lad

Binen, o agente secreto James Ponte plantou uma bomba

no interior do laboratério. Infelizmente, devido a C E \
explosdo, um tanque de monéxido de dihidrogénio

(MDH) se rompeu, causando uma chuva deste composto B D F )

sobre a tinica ponte existente ligando o laboratério a terra
firme.

A tnica forma de sair do laboratério é através dessa ponte, que é retangular e tem dois metros
de largura por 2005 metros de comprimento. Ela é formada por placas quadradas, cada uma com
lado um metro, conforme ilustra a figura. Cada uma dessas placas, independentemente, tem
probabilidade 1/3 de ser totalmente dissolvida pelo MDH despejado pela explosdo.

Partindo de um determinado quadrado da ponte, James Ponte pode pular para qualquer outro
quadrado que tenha um lado ou um vértice em comum com o quadrado em que ele estd e que ndo
tenha sido dissolvido. James ndo consegue pular distancias maiores do que estas. Por exemplo, na
figura acima, James pode, partindo de A, chegar a B, C ou D, mas néo a E ou F.

Qual é a probabilidade de que James Ponte consiga escapar do laboratério?
Solucao:

Observe que como James Ponte pode pular em diagonal, a tinica coisa que pode bloquear o seu
progresso é a destruicdo de dois quadrados de uma mesma fileira da ponte. Logo a probabilidade
de James Ponte conseguir fugir do complexo é (1 - p)2005 , onde p é a probabilidade de uma fileira

inteira da ponte se dissolver. Mas isso s6 ocorre se os dois quadrados de uma determinada fileira se
2005

3

dissolverem, logo p = 5 X—= 5, logo James Ponte foge do complexo com probabilidade (5)



Questdo 3

Encontre todas as fung¢des f R =N tais que, para todos os X e y reais,

fix fy)= fix-N+x
Solucao:
Fazendo y = 0 na equacdo original obtemos, para todo x:

S f(0)=f(0)+x O
Fazendo x = f(0) também na equagéo original:
JUO) () =f(f0) )+ f(0) (D)
Fazendo x = f(t) em (I), y = t em (II) e substituindo:
FUf@) f(0)) = f(0)+ f(0)
FQO)- f() = f(f0)-1)+ f(0) (I1])
Por (I), o lado direito de (III) vale f(0)+7+ f(0). Logo,
JO+ (@)= f(O)+1+ f(0)= f(t) =1+ f(0)

Substituindo esse resultado em (I):

- f(0)+ £(0) = f(0)+x=> f(0) =1 = f(x) = x+]

Reciprocamente, é facil verificar que essa fungdo de fato satisfaz o problema.

Questdo 4
Considerando como universo o conjunto dos reais, determine o conjunto solugdo da equagdo

JAx—8 + ¥14x— 20 = /24— 4x + 32092— 182x

Solucao:
4x-8=0

Como estamos procurando solugdes reais, devemos ter ,logo 2=x<6.
24-4x=0

Sejam f': [2,6]% Reg: [2,6]—> R as fungdes definidas por:
F(x)=/4x -8 +3/14x =20, g(x)=~/24—-4x +3/2092 -182x .

Temos que f é funcédo crescente e g é funcdo decrescente.

Vejaque f(2)=2, f(6)=8, g(2)=16 e g(6) =10. Portanto temos que:
2= f(x)=8el0=sg(x)=12

Logo, o conjunto solugéo é vazio.

Questdo 5

Sejam H e O respectivamente o ortocentro e o circuncentro de um tridngulo aABC. Seja N o
ponto médio do lado BC e D o pé da altura relativa ao lado BC. Sabendo que HOND é um
retangulo e que HO =11, ON = 5, calcule o comprimento do lado BC.
Solugao 1:

Seja M o ponto médio de AC. Os triangulos AHB e ONM sdo semelhantes pois possuem lados 2
a 2 paralelos. Como MN é base média, isso implica E = Zﬁ = E =10




No triangulo retdngulo OHA temos 40" = AH +OH =221
Como O é circuncentro, @ = %’ e portanto N_C'2 + 5\72 = %2 = @2 =221.
Segue que NC' =221-25=196 = NC=14= BC = 2NC=28.

Solugao 2:
Colocando um eixo cartesiano com a origem em M, podemos colocar C = (c, 0) e B = (-c, 0).
Como ON =5 ¢ OH =11, podemos s.p.g colocar H = (11,5),0=(0,5), A= (11, h).
Como O é circuncentro, 04=0C e (h- 5)2 +117 =5 +a*> @

h _ 5
11-a 11+a

Substituindo o valor de % em (I) obtemos h =15.

AC LBH = m,.-my, =-1= =-1=5h=a" -11*(I])

Substituindo em (II) isso dé a*> = 196 e portanto BC =2a =28

Questdo 6

Considere uma hipérbole H, com assintotas r e s e focos F e F'. Seja M um ponto qualquer
de H e tatangentea H emM.Se P=rNte Q=sNt, proveque P, Q, F e F' pertencem a um
mesmo circulo.

Solugao:
2 2
. o XY
Podemos supor, spg, que a equagao da hipérbole ¢ —- — b—2 =1
a
XX
A tangente num ponto (X, ), ) ¢é dada por —20 - % =1.
a
b
As assintotas sdo dadaspor y=—x € y=——Xx.
a a

Calculando as intersegdes:
_ a’b y o= ab’
xob—ay, " xb-ay,

P

Analogamente, trocando b por - b:
a’b - ab’

x,b+ay,’ Yo = x,b +ay,

0-x, -

Temos U=P_Qﬂﬁ"$U€eix0 X=X, =a—2,yu =0

Xo



. 2 2 o 4
UF =c-2 UF' =c+* = UF -UF'=¢* - L

Xo Xo Xo
Usando a férmula de distancia entre pontos temos:

2 4 2 4 2
a’b az) a’b? ayja’y, +b"x;

U I -
Xob—ay, x, (xob = ayy) |xo (xob - ayo)|

49,2 452 2 4.2 4.2

= aya'y, +b'x — — a’ a'y; +b'x
Analogamente, U0 = 2077 20 ¢ portanto UP-UQ = L 20 22 o
|x0 (xob +ay, )| X, ‘xob -a’y;

b*x? —_— — —
Substituindo y; = 20 -b*e c? =a’® +b?, obtemos UP-UP'=UF -UF"' e portanto os
a

pontos F, F’, P, P’ sdo cociclicos.



