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Nivel 3 - 12 e 22 séries do ensino médio
24 de setembro de 2005

Questdo 1

Na figura ao lado, o tridngulo APQR é retdngulo em P,

AP = 3, PB- 4, e 0 segmento AB ¢ perpendicular as retas AQ e
BR.

a) Determine, em fung¢do do angulo 0, a drea do tridngulo aPQR.

b) Determine o menor valor que a drea do tridngulo aPQR pode

assumir quando 0° <0< 90°.

Solucao:

a) Como BPR =0 , temos PO =

e portanto

=1P_Q-ﬁ= 12 _ 12
2 2senf cosf  sen(20)

b) Como sen(20) <1, temos S =12..§ . =12.

Questdo 2

Ap6s passar por diversas etapas em um programa de auditério, Larissa foi convidada para
sortear o seu prémio (um carro zero quildmetro). O sorteio é realizado com uma roleta circular,
dividida em 6 setores de mesma drea: trés estdo marcados como “Carro”, dois como “Perde” e um
como “Gire novamente”. Para descobrir qual prémio ganhard, Larissa deve girar a roleta.

Se a roleta parar em “Carro”, Larissa ganha o carro; se ela parar em “Perde”, Larissa volta para
casa sem nada; se a roleta parar em “Gire novamente”, ela deve girar a roleta outra vez (ndo ha
limite no niimero de repeti¢des permitidas).

Qual é a probabilidade de Larissa ganhar o carro?

Solucao:

Seja p a probabilidade de ganhar o carro. Hé probabilidade g de ganhar o carro na primeira

rodada, e g de ter a oportunidade de girar novamente (e nesse caso ter probabilidade p de ganhar

como antes), conforme ilustra o diagrama abaixo:



Carro(1)

3/
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1
Gire novamente(p)
1 1 3
Temos portanto p =5+g‘p =p=—=6060%

Observagdo: Solucéo alternativa, baseada em um diagrama infinito e usando-se a férmula da PG:
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Questdo 3
Encontre todas as solucdes inteiras de 4x+ X - X* = 4y+ y* - .
Solucao:
Passando tudo para o lado esquerdo e fatorando:
4x-)+(x* =y +(’ -x")=0
Ax-y)+(x+)x -+ -0 +xp+x7)=0
(y—x)-(—4—x—y+y2 +xy+x2) =0
Uma familia de solugdes é dada pelos pares da forma (x, x). (correspondente a x = y)

Igualando o segundo paréntesis a zero temos:
X+ yx—x+y’ —y-4=0
X H(y-Dx+(y?-y-4=0
Resolvendo a equagdo do 2° grau em x:
A=(y=1Y -4y’ -y-4)=-3y" +2y+17
Essa equagdo tem solugdo sse A = 0. Para y inteiro, isto é equivalentea —2 < y < 2.

Testando y =-2, -1, 0, 1, 2 obtemos as demais solugges: (1, -2); (2, -2); (2,1); (-2, 1); (-2,2); (1,2).

Questdo 4

a) Sejam H o ortocentro e O o circuncentro de um tridngulo AABC. Seja M o ponto médio de

AC e N o ponto médio de BC. Mostre que os tridangulos sAAHB e ANOM sio semelhantes.



b) No mesmo tridngulo do item anterior, seja D o pé da altura relativa ao lado BC.. Sabendo que
HOND é um retangulo e que HO = 11, ON = 5, calcule o comprimento do lado BC.

(O ortocentro é o encontro das alturas de um tridngulo, e o circuncentro é o encontro das mediatrizes.)

Solugao 1:
a) OM // ﬁ, pois ambos sdo perpendiculares ao lado AC. Analogamente, ON// AH .
Como MN é base média do triangulo, temos MN// AB .
Portanto os dois tridangulos tém lados 2 a 2 paralelos e conseqiientemente sdo semelhantes.
b) Da semelhanca anterior temos A_H = i =2= AH =20N =10.
ON MN

No tridngulo retdngulo OHA temos 40" = AH +OH =221
Como O é circuncentro, @ = %’ e portanto N_C'2 + 5\72 = %2 = @2 =221.
Segue que NC' =221-25=196 = NC=14= BC = 2NC=28.

Solugdo 2 para (b):
Colocando um eixo cartesiano com a origem em M, podemos colocar C = (c, 0) e B = (-c, 0).

Como ON =5 ¢ OH =11, podemos s.p.g colocar H = (11,5),0=(0,5), A= (11, h).

Como O é circuncentro, 04=0C e (h —5)2 +117 =5 +a*> @

h _ 5
11-a 11+a

Substituindo o valor de @ em (I) obtemos h =15.

AC LBH = m,.-my, =-1= =-1=5h=a*-11*(I])

Substituindo em (II) isso dé a*> = 196 e portanto BC =2a =28

Questdo 5
Alex estd brincando de fazer arranjos com palitos. Ele dispde I
seus palitos formando tridngulos equildteros, como mostra a figura I
ao lado. Alex quer pintar cada palito de seu arranjo de tal forma que /V\ /%\
cada tridngulo tenha seus lados pintados de exatamente duas cores \A/
diferentes. Para isso, ele dispde de tintas vermelha, azul e preta. %/
De quantas formas Alex pode realizar essa pintura (a) no arranjo

I? (b) no arranjo II?

a) Os seis raios que partem do centro do hexdgono podem ser pintados de trés maneiras. Cada
um dos seis tridngulos formados podem ser completados de duas maneiras diferentes,
independentemente das cores dos dois palitos pintados:

(as trés cores sdo denotadas pela letras X, Y e Z)

Caso 1 Caso II



I = Neste caso, a cor do palito que falta tem que ser uma das duas cores ndo utilizadas, Y ou Z.

II = Neste caso, o palito que falta deve ser pintado com a cor X ou Y.

Logo o niimero total de pinturas é 3° x2° = 6°.

b) Comece pintando o hexdgono interno como no item (a), e pinte seis palitos nos
prolongamentos dos lados deste hexdgono, como indicado na figura:

\

/

Em cada trapézio formado pelos tridngulos A, B e C, podemos comegar completando o tridngulo
A de duas maneiras, pintando a aresta entre B e C de trés maneiras, e completando os tridngulos B e

C de duas maneiras cada. Logo podemos completar a pintura de 2x 3x 2x 2= 24 maneiras

diferentes para cada trapézio. Logo h4, no total, 6° x 3° x 24° = 12 x 3° maneiras de pintar o
arranjo IL

Questdo 6
Considerando como universo o conjunto dos reais, determine o conjunto solugdo da equacéo

Jax- 8 +Y14x- 20 = \/24- 4x + 32092 182x
Solucao:
4x-8=0

,logo 2=x<6.
24-4x=0

Como estamos procurando solugdes reais, devemos ter {

Sejam f': [2,6]% Reg: [2,6]—> R as fungdes definidas por:
F(x)=/4x-8 +314x-20, g(x)=~24—-4x +3/2092 -182x .

Temos que f é funcédo crescente e g é funcdo decrescente.
Vejaque f(2)=2, f(6)=8, g(2)=16 e g(6) =10. Portanto temos que:
2= f(x)=8el0=sg(x)=12

Logo, o conjunto solugéo é vazio.




